Birinchi va ikkinchi ajoyib limitlar

Matematik analizda muhim ahamiyatga ega bo‘lgan va ajoyib (muhim) limitlar
deb ataluvchi ikkita limitni Kkeltiramiz.

9.5.1. Birinchi ajoyib limit

lim SINX _q (9.5.1)

x=>0 X

bo‘lishini ko‘rsataylik. Buning uchun f(x):Sin—X funksiyani garaymiz. Bu funksiya 0O
X

nugtada aniglanmagan, ammo, uning yagin atrofida mavjud va juft funksiyadir. Demak,
x>0 holni garash vyetarlidir. Undan tashgari, x—0 ekanligidan XG(O;%) deb olsak

bo‘ladi.
Dastlab, limsinx=0 , limcosx=1 ekanligini isbotlaylik. Buning uchun birlik

doira olib (9.5.1-rasm), x markaziy burchak (o; %) oraligda bo‘lsin deylik. U vaqtda AB

yoy uzunligi radianlarda ifodalangan x markaziy burchak o‘lchoviga tengdir. 9.5.1-
rasmdan ko‘rinadiki, BD kesma sinx ga, AC esa tgx ga teng bo‘lib, 0<BD < AB < AB
o‘rinlidir. Bundan

0<sinx<Xx
kelib chigadi. Bu tengsizliklardan va limitning mavjudligi hagidagi ikkinchi teoremadan
limsinx =0 ni olamiz. Funksiyaning toqlik xossasiga ko‘ra limsinx=0 va olinganlar

X—>+0 x——0

asosida limsinx =0 ga ega bo‘lamiz.
Endi,

COS X :1—25in2§ B
e 1
ekanligini e’tiborga olsak, X
0
Iimcosx=Iim(l—z-sinzijzl—zoz=1 \\
x—0 x—0 2
kelib chigadi.

9.5.1- rasmdan AO0AB, AOAC va OAB 9.5.1- rasm
sektor yuzlari uchun

SAOAB < SsektorOAB < SAOAC
o‘rinli ekanligini ko‘ramiz.
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Yugoridagi tengsizliklarda bularni va x e (0;%) ni hisobga olsak,

sinx X tgx
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ni, bundan
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ni olamiz va, nihoyat,

sin X
cosx<——x<1
X

ga ega bo‘lamiz. Oxirgida limcos x =1 ni hisobga olib x — +0 dagi limitga o‘tsak,

sinx

Iim(JT 1
kelib chigadi. Funksiyaning juftligidan

. sinx

lim——=1

x—>-0 X

ekanligi ham kelib chigadi. Bulardan birinchi ajoyib limit deb ataluvchi (9.5.1) ning
o‘rinli ekanligiga kelamiz.

Misollar.

1) lim sin kx _ Iim(k~sm ksz T kx Ck1—k
x—0 X x—0 X x—0 X
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9.5.2. Ikkinchi ajoyib limit
Avwvalo, {(1+%)} ketma-ketlikning limiti mavjud ekanligini isbotlaymiz.

n n+1
Umumiy hadlari mos ravishda X“:(“%j va yn=(1+%j bo‘lgan {x,} va {y,}

ketma-ketliklarni olsak, ular orasida y, =x, (1+ %j bog‘lanish bordir.

Endi, {y,} ketma-ketlikni tekshiramiz.
n+l
Y, :(1+1j >1" =1
n
ekanligi ravshandir. Demak, {y,} quyidan chegaralangan ketma-ketlik ekan. Bu ketma-
ketlikning kamayuvchi ekanligini ko‘rsatishda tubandagi tasdiq qo‘l keladi.
Lemma (Bernulli). meN va «a>-1 bo‘lganda (1+a)" >1+ma tengsizlik
o‘rinlidir.
Isbot. Matematik induksiya uslubidan foydalanamiz:
) m=1=(1+a) =1+a o‘rinli;
2) m=k uchun (@+a)>1+ka tengsizlik o‘rinli deb faraz gilaylik;
3) U holda, 1+« > 0 ni hisobga olsak,
(+a)" =1+a) -(+a)2Q+ka)l+a)=1+a+ka +ka® =
=1+(k + L)+ ka® >1+(k +1)e,
ya’ni m=k+1 uchun ham tengsizlik o‘rinli ekanligi kelib chigadi. Lemma isbotlandi.
Eslatma. Agar m>1va a#0,a>-1 bo‘lsa, (1+a)" >1+ma o‘rinli bo‘ladi.



Endi, Yo nisbatni olsak,
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ya’ni RIIE TN y, >V,.,. Bundan {y,} kamayuvchi ketma-ketlik ekanligi kelib chigadi.

n+1

Demak, {y,} kamayuvchi quyidan chegaralangan ketma-ketlik sifatida, limitning
mavjudligi hagidagi birinchi teoremaga asosan, chekli limitga egadir.

Endi,
1+—
n
ekanligidan
limy,  limy,

limx, = =limy,,

Iim[1+1j
n
yani {x,} ketma-ketlik ham {y,} limitiga teng limitga ega ekanligi kelib chigadi, uni e

bilan belgilanadi va e soni deb ataladi.
Demak, e soni, uning ta’rifi bo‘yicha,

e= Iim(1+ 1)
n

dan iboratdir. Bu son irratsional, (2;3) oraligga tegishli bo‘lib,
e=2,7182818284459045 ... .

Matematik analizda,

|im(1+x)§:e yoki |im(1+a =e

x—0 X—>00
ikkinchi ajoyib (muhim) limit deb yuritiladi.
Yugoridagi munosabatlar biridan ikkinchisi cheksiz katta migdorning teskari
giymati cheksiz kichik ekanligidan bevosita kelib chigadi.

Endi,
Iim(1+ 1) =e
X—>00 X

ekanligini isbotlaylik. Buning uchun, avvalo, x — +% bo‘lgan holni qaraymiz. Bu holda,
x >1 desak, har bir bunday x uchun shunday n natural son topiladiki,
n<x<n+1
o‘rinli bo‘ladi. Oxirgidan
1 1

l<1+i<1+—£1+—
n+1 X n



ni olamiz. Bundan esa,

kelib chigadi.
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ekanligidan va n — +w0 <> x — 400 bo‘lishini hisobga olsak, limitning mavjudligi haqidagi
ikkinchi teoremaga asosan,

lim (1+ 1) =e
X—>+0 X
kelib chigadi.

Endi, x— - bo‘lgan holni qarasak va x =-y almashtirish gilsak, quyidagilarni

olamiz:
X = —00 =y = +00 = (y —1) > +o0

X -y -y y
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Shunday qilib, ikkinchi ajoyib limit isbotlandi.

Misol. Ushbu Iim[1+mj =e", meN limitning to‘g‘riligini ko‘rsating.

X—>0 X

Iim(1+mj =Iim(l+mjm = lim {(nmjm] -
X—300 X X—o0 X ix_)oo X
i m
=Iim!(1+lja] =e" [m=a;x—>oo:>a—>0j.
a—>0 o X

Eslatma. Matematik analizda asosi e sonidan iborat bo‘lgan ko‘rsatkichli va
logarifmik funksiyalar aloxida ahamiyatga egadir. Masalan, e asosli logarifmlar maxsus
log.,a=Ina
belgilashga ega bo‘lib, uni natural logarifm deb yuritiladi.



